DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. 
MATEMÁTICAS II. 2° DE BACHILLERATO. f) L) 


UNIDAD 7. VECTORES EN EL ESPACIO. 





IES LA BAHIA 


1. Vector fijo y vector libre. Coordenadas de un vector. 


Un vector fijo es un segmento orientado con origen en un punto A y extremo en un punto B. 


Se representa por AB. Los elementos de un vector fijo son: módulo, dirección y sentido. 


Su módulo es la longitud del segmento AB. B 


El módulo del vector AB se representa por AB . 


Su dirección es la de la recta que pasa por los puntos A y B. 
Su sentido es el que va del origen A al extremo B. A 


Un vector libre es cualquiera de los vectores fijos que tienen el mismo módulo, la misma 
dirección y el mismo sentido. Se representa por ú,v,w... El conjunto de los vectores libres del 
espacio se representa por V°. 


Ejemplo: los vectores fijos AB y CD, que tienen el mismo módulo, c. u 
dirección y sentido, representan al mismo vector vector libre ü. 


De la definición se deduce que un vector libre puede ubicarse , | 
en cualquier lugar del espacio o que el origen de un vector libre | u 
puede ser cualquier punto del espacio. 


Componentes o coordenadas de un vector 


Se llaman componentes (o coordenadas) de un vector a la terna ordenada de números reales 
(a, b, c) que expresan el número de unidades de desplazamiento en cada una de las tres 
direcciones del espacio, para 1r desde su origen hasta su extremo: 

— La primera componente (a) está referida al desplazamiento delante—atrás. 

— La segunda componente (b) está referida al desplazamiento derecha—1zquierda. 

— La tercera componente (c) está referida al desplazamiento arriba—abajo. 


Ejemplo: las coordenadas de este vector son: ú = (1, 2, 3) 
3 


pal 
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Coordenadas (o componentes) de un vector determinado por dos puntos 


Sı dos puntos P y Q del espacio tienen coordenadas P (p,, P2, P3) y Q (q1; 49, 43), entonces las 
coordenadas del vector PQ son PQ = (qı — P1, q2 — P2, d3 — P3) 


Ejemplo: 


Los puntos P(0, 0, 0) y Q(1, 2, 3) determinan el vector 
PQ=(1-0,2-0,3-0)=(1,2, 3) 
Los puntos Q(1, 2, 3) y R(2, 4, 6) determinan el vector 
QE=(2-1,4-2,6-3)=(1,2, 3) 


Nótese que los vectores PQ =(1,.2,0) y QR = (1, 2, 3) , representan 
al mismo vector libre ŭ = (1, 2, 3) 





Vectores opuestos 

Dado un vector u € V?, se llama vector opuesto de u al que tiene = 

el mismo módulo y la misma dirección pero sentido contrario. Y, 7 
Si el vector ú tiene componentes ŭ = (a, b,c), el vector opuesto de ŭ es -ú=(-a,-b,-c). 


Ejemplo: los vectores u =(-4,1,2) y -u=(4,-1,-2) son opuestos 


Módulo de un vector dado por sus componentes 


Dado el vector ú = (a, b, c), su módulo es el número real positivo (úl = Va? + b? + c? 


Ejemplo: el módulo del vector ú = (1, 2, 3) es ül =412 +22 +32 =V1+4+9 =v14 


Se llama vector unitario al que tiene módulo igual a uno. Para conseguir un vector unitario 
a partir de otro y con su misma dirección y sentido, basta con dividir las coordenadas del 


vector dado por su módulo. 
2 2 2 
[x2 yl = 121 oi 
2 2 V4 4 4 4 


_ (f-1 42 1 a S 
Ejemplo 1: ú=| —,——,— | es unitario ül - 
Ejemplo 2: un vector unitario con la misma dirección y sentido que el vector ú = (1, 2, 3) sería 
z 1 2 3 y14 2414 v14 
elector Y=e| ===; = = e] ==, SA ¡E 





2272 
J4 414? Y14 14? 14 ° 14 
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2. Operaciones con vectores. 
Producto de un vector por un número real 


Dados k € R,u € V?, el producto de k por u es igual a otro vector k-ú que tiene: 


— la misma dirección que u 


— el mismo sentido que ü sik>0 7 / / 


y sentido contrario al de ü sik<0 


3u lar 
— de módulo, |k| veces el módulo de ú k ú = k| a a / ali 


Analíticamente, si ú=(a,b,c) > k-ú=(k-a,k-b,k-c) 


Suma de vectores 


Dados u,v € V?, la suma de ambos es igual a otro vector ú+v que se obtiene mediante la 
regla conocida como Regla del paralelogramo: al trasladar el origen del vector v sobre el 
extremo del vector ŭ, el vector suma u+VvV es el que tiene como origen, el origen de ü y como 
extremo, el extremo de v. 





Analíticamente, dados ú=(u;,, Us, Us), V=(V,,Va,V3) > U+V=(U +V], Us + Vo, U3 + Va) 


Ejemplo: dados u =(3, 2,5), v = (2, - 1, 3), el vector suma es u+v=(5, 1, 8) 


Resta o diferencia de vectores 


Dados u,v € V?, la resta de ambos es igual a otro vector ú— v que se obtiene sumándole al 


vector u el opuesto del vector v, es decir, U— V =U+(—v). 





Analíticamente, dados ú = (u4, U2, U3), Ÿ = (V1, V2, V3) > ÚU-V=(U; — V4, Us — Vo, Us — V3) 


> 


Ejemplo 1: dados ú =(3, 2,5), v = (2, — 1, 3) , el vector diferencia es ù- v = (1, 3, 2) 


Ejemplo 2: dados los vectores u = (1, 3,-2),v = (—2, 1, 5) , w = (1, — 4,3), el vector U—(v— w) es: 


ü- (Y — w) = (1, 3, - 2) - (22, 1, 5) - (1, - 4, 3)) = (1, 3, - 2) -(=3, 5, 2) = (4, -2,-4) 
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3. Combinación lineal de vectores. Dependencia lineal. 


Un vector v € V? es combinación lineal de los vectores ú,, ús, ..., U, sl existen ciertos 
números reales X4, X2,..., X, tales que Ÿ = x]; -Ü +X Üs +... +X p Ün 
Se dice que los vectores ú;,, ü», ..., U, son linealmente dependientes (1.d) si al menos uno 


de ellos es combinación lineal de los restantes. En caso contrario, se dice que son linealmente 
independientes (l.1.). 


Nota: dos vectores son linealmente dependientes si y solo si son proporcionales. 
Ejemplo 1: el conjunto { (7, 1, —7), (1, —2, 4), (2, —1, 1) } es un conjunto de vectores linealmente 
dependientes ya que el vector (7, 1, —7) es combinación lineal de los otros dos: 
(7, 1, —T7) = (—3) l (1, —2, 4) + 5 i (2, =1, 1) 
Ejemplo 2: la pareja { (5, —15, 10), —1, -3, 2) } es un conjunto de vectores linealmente 
dependientes ya que el vector (-5, —15, 10) es combinación lineal del vector (1, —3, 2): 
(5, -15, 10) = 5: (El, 3, 2) 


Ejemplo 3: la pareja de vectores { (1, 2, 4), (2, 4, T) } es un conjunto de vectores linealmente 
independientes ya que no son proporcionales. 


Ejemplo 4: el conjunto { (2, 5, —3), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1) y es un conjunto de vectores 
linealmente dependientes ya que el vector (2, 5, —3) es combinación lineal de los restantes: 
(2, 5, -3)= 2 (1, O, 0) + 5: (0, 1, 0) —3 : (0, O, 1) 


Ejemplo 5: el conjunto { (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1) } es un conjunto de vectores linealmente 
independientes ya que es imposible expresar uno como combinación lineal de los otros dos. 


Dependencia lineal y rango de una matriz 


Dado un conjunto de vectores de V3, el número máximo de vectores linealmente 
independientes coincide con el rango de la matriz formada por dichos vectores. 


Como consecuencia de esto, el número máximo de vectores linealmente independientes 
en V? es 3 (ya que la matriz formada por un número cualquiera de vectores de V* tiene como 
máximo tres columnas). 


Ejemplo: en el conjunto f (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 2) ), hay solo 2 vectores l.i. ya que 


1 O 1 
rango 0 1 1|=2 
t. L-2 


De lo anterior también se deduce el siguiente resultado: 


Tres vectores de V? son linealmente dependientes si y solo si es igual a cero el 
determinante formado por los mismos. 
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Ejemplo: el conjunto { (7, 1, —7), (1, —2, 4), (2, —1, 1) y es un conjunto de vectores 1.d. mientras 
que { (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1) y es un conjunto de vectores l.i. ya que 


e Ll a 1 0 0 

1 -2 4|=-14+8-7-28+28-1=0 O 1 0=1%0 

2 -1 1 0 0 1 

4. Subespacios vectoriales. 

Se llama subespacio vectorial generado por los vectores Ŭŭ, ús, ..., U, y se representa por 
SU osa Ue 

al conjunto de todas las combinaciones lineales posibles de los vectores ú,, Us, ..., U, . 

Al conjunto de vectores { ùj, Us, ..., U, y se les llama sistema de generadores de dicho 


subespacio. En general, los vectores que forman dicho sistema no tienen por qué ser todos l.i. 


Recta vectorial o subespacio de dimensión 1 


Es el subespacio vectorial generado por un único vector (no nulo): <ú>=fa-.u/acekRj 


Plano vectorial o subespacio de dimensión 2 


Es el subespacio vectorial generado por dos vectores (no nulos) linealmente independientes: 
<u,v>=fa:u+b.v/abekRj 


Espacio vectorial o (sub)espacio de dimensión 3 


Es el (sub)espacio vectorial generado por tres vectores (no nulos) linealmente independientes, 
es decir, el propio espacio vectorial V?. 


<u,V,W>=Í(x-U+y:V+Z:W/x,y,ZERj= V? 


5. Base de vectores. Coordenadas de un vector respecto de una base. 


Se llama base de vectores de V? a un conjunto (uú, ,Us,Uzy de vectores linealmente 


independientes tales que cualquier otro vector de V*, puede expresarse como combinación 
lineal de ú,,ús,Uz. De forma general, se tiene que tres vectores no nulos y linealmente 


independientes forman una base de Vè. 
Se llama base canónica de V? al conjunto { (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1); 


Una base ortogonal es la que está formada por vectores tales que dos cualesquiera de ellos 
son ortogonales (forman un ángulo de 90°). 

Sı los tres vectores de una base, además de ortogonales, tienen módulo igual a uno, se dice que 
forman una base ortonormal. La base canónica es un ejemplo de base ortonormal. 


Se llaman coordenadas de un vector v respecto de una base B = (ú,,ú,,Uusj en V?, a la 


terna ordenada de números reales (x, y, z) tales que V=x-U+y-:Us+Z-:Us. 


Las coordenadas de un vector dependen de la base respecto de la cual esté expresado. En otras 
palabras, un vector tiene coordenadas distintas respecto de bases distintas. 
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Ejemplo 1: el conjunto B = { (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1) } es una base de V* 
Dado un vector cualquiera de V’, por ejemplo, v = (4, — 2, 8), éste puede expresarse como 


(4, —2, 8) = —ə l (1, 1, 0) P l (1, 0, 1) +l: (0, 1, 1) 
Por lo tanto, las coordenadas de v = (4, — 2, 8) respecto de la base B son va =(-3, 7,1) 


Ejemplo 2: el conjunto C = { (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1) + es la base canónica de V8 
Dado un vector cualquiera de V°’, por ejemplo, v = (4, —2, 8), éste puede expresarse como 


(4, —2, 8) =4: (1, 0, 0) =2 : (0, 1, 0) +8: (0, O, 1) 


Las coordenadas de v = (4, — 2, 8) respecto de la base canónica C son ve = (4, — 2, 8) 


6. Producto escalar. 


Dados u,v € V?, se llama producto escalar de los vectores úu,v al número real que resulta 


de multiplicar sus módulos por el coseno del ángulo que forman ú y v, entendiendo como tal 


al menor de los dos ángulos posibles en el sentido de recorrido de ú a v. 
ú e y = lül- [v]- cos(ú, v) 


Interpretación geométrica: el producto escalar de dos vectores es igual al producto del 
módulo de uno de ellos por la proyección del otro sobre él. 


ue y = ül . (v -COS Q) v -cosQ es la proyección de v sobre ü 


Propiedades 


P1. El producto escalar del vector Ù por otro vector cualquiera es el número 0. 


P2. Dos vectores no nulos son ortogonales si y solo si su producto escalar es cero. 
ulv + úev=0, siendo U*O0, vx0O 


Demostración: si úlv => úsv=|[ú-[v-cos90 => úev=[ú-v-0 => úev=0 
Por otra parte, si úesev=0,conúx0,v*0 => cos(ú,v)=0 => (úv)=9 => úlv 


P3. El módulo de un vector es igual a la raíz cuadrada del producto escalar de dicho vector 


úl =Vúeú 





consigo mismo. Es decir, 
en E E a E d oan gaie 12 al= Gea 
Demostración: u*ú= a ül -cos(u, Ù) = a -cos0”= a .]= ül > a =yuúueuú 


> 


P4. Propiedad conmutativa: u*v=veuú 
P5. Propiedad distributiva respecto de la suma de vectores: U*(V+W)=U*V+Uew 


P6. Propiedad homogénea: k-(u*.v)=(k-u)ev=ue(kv) 
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Expresión analítica del producto escalar de dos vectores 


Dados los vectores ú,v € V? tales que respecto de una base ortonormal B=(1,j, k} tienen 


coordenadas ŭ = (u;, U2, Us), Ÿ = (V1, Və, V3). El producto escalar de uú y v es: 
ŭe% y= u] : V] + Uo Vo + Us: Va 

Demostración: 

= (u, v1) (Ïe i)+ (u va) Ge) +(u va) Gek)+ 

+ (ug v1) J e 1)+(u3 v2) (9 j)+(u2: v3) (Ge k)+ 

+ (us - v1): (ke 1)+(uz - v2): (k e J) + (us - v3) (ke k) = 

+ (U) : v1): 0+(Us :vo):1+(us :vs):0+ 


+ (Us -V,):0+(us -v9):0+(u3 V3): 1 =u] -vı + Uo : Vo + Us: Vs 


Ejemplo: dados ü= (1, - 2,3), v=(-3,1, 5) uey=1-(-3)+(-2):1+3-5=-3-2+15=10 


Expresión analítica del módulo de un vector 


Dado un vector ú € V3 tal que respecto de una base ortonormal B= {i,j k} tiene 


coordenadas u = (x, y, z). El módulo de u es: 


ül RT 
(xi +yj+ zk) e (xi +yj + zk) Sa yak 





Demostración: ül =y-usú = 


Expresión analítica del coseno del ángulo formado por dos vectores 
Dados los vectores ú,v € V3 tales que respecto de una base ortonormal B= {i,j k} tienen 


coordenadas ŭ = (u, U2, Us), V=(v,, Vo, V3). El ángulo a formado por u,v es: 


Ur : V1 + Us : Vo + Usg: Vg 
| 2 2 2 2 2 2 
u; + Us + Us ' Vi + Vo + Va 


Demostración: nombrando como Q al ángulo formado por ú,v, se tiene que: 


uev 
& = arccos| =—7 |= arccos 
al-F 


EES E uv uev 
ú e y = fül- [¥|- cosa > cos == > Q=arccos => 
ü [Vl ü- [Vl 


Ejemplo: el ángulo formado por los vectores ú = (4,- 7,3), v=(-2,1,6) es 


E E En ER. = arecog 3 
4? +(-7)? +3? -y (E2) +1° +6? V74 -441 


O. = arccos => MES" 
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7. Producto vectorial. 


Dados u,v € V?, se llama producto vectorial de los vectores u,v a otro vector representado 


como UA V y que se obtiene del siguiente modo: 

1. Si 4, V son dos vectores no nulos y linealmente independientes, entonces ü ^ v tiene: 
a) Módulo = ü A v = ül v -sen(ú, v) 

b) Dirección perpendicular al vector ú y al vector v, respectivamente. 


c) Sentido igual al del avance de un tornillo que gira desde úu hasta v siguiendo el ángulo 
menor de entre los dos posibles. 


> > 


2.51Uu=0 Óóv=06 son linealmente dependientes, entonces UAV=0 


Interpretación geométrica: el módulo del vector UA V es igual al área del paralelogramo 
que tiene por lados los vectores U y V, respectivamente. 


Nota: el producto vectorial es anticonmutativo: UAV=-—(vV AU) 


Expresión analítica del producto vectorial 
Dados los vectores úu,v € V? tales que respecto de una base ortonormal B=(¿(1,],kj tienen 
coordenadas ú = (u4, U2, U3), V = (V1, Vo, V3). El producto vectorial de ú y v es: 
1 J K 
usnv= u Uus Us 


V1 Vo Va 


Ejemplo: dados los vectores u =(-1,2,3), v=(5,1,-—4), su producto vectorial es el vector: 


=-81 +15j -1k -10k - 4j - 3i = -11i +11j -11k 


Nótese que: UúAvV=(-11,11,-11) tiene dirección perpendicular a la de ŭ =(-1, 2,3) ya que el 
producto escalar de ambos es (—11):—1) + 11:2 + (—11):3= 11 + 22-33=0 


uAv=(-11,11,-11) tiene dirección perpendicular a la de v=(5,1,-—4) ya que el producto 
escalar de ambos es (—11):5+ 11:1 + E11): 44) =-55+ 11 + 44=0 


> > 


i j k 
vaŭ=|5 1 -4=3i+4j+10k+1k-15j+8i=11i-11j+11k es el opuesto de ún Ÿ 
zi 2 3 
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8. Producto mixto. 


Dados uU,v,w € V°, se llama producto mixto de los vectores u,v al número real que resulta 
de multiplicar escalarmente el vector ú por el producto vectorial de v y w. 

[ú, v, w]=ú * (va w) 
Interpretación geométrica: el valor absoluto del producto mixto de tres vectores U,V,w es 
igual al volumen del paralelepípedo que tiene por aristas a los vectores U,V,wWw . 


Expresión analítica del producto mixto 


Dados los vectores úU,v,w tales que respecto de una base ortonormal B=¿(1,3],kj| tienen 


coordenadas ú = (u], Us, Us), V = (V1, Vo, V3), W = (Wi, W2,W3). El producto mixto de U,V,w es: 


Uy Us Ug 
[U, v, W]=|V Və Vs 


Wi Wo Wg 


Ejemplo: dados los vectores ú =(2,3,-1), v=(-1,2,3), w=(5,1,-—4), su producto mixto es: 


E E | 
[ú,v,w]=-1 2 3|=-16+45+1+10-6-12=22 
5 1 -4 
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